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Doktori E´rtekeze´s Te´zisei
Bevezeto˝
A Disszerta´cio´ ha´rom fontos, egyma´ssal o¨sszefono´do´ te´ma´ro´l, e´s az alkal-
maza´saikro´l szo´l. I´me, a ha´rom te´ma (a te´telek sorsza´ma erre a Te´zis–fu¨zetre
vonatkozik):
1. Incidencia becsle´sek.
Itt az alap–proble´ma, hogy felso˝ becsle´st adjunk az illeszkede´sek
sza´ma´ra p pont e´s q geometriai alakzat ko¨zo¨tt. A Disszerta´cio´ fo˝
eredme´nye ebben a te´ma´ban a 6. Te´tel, ami a´ltala´nos´ıtja (to¨bbek
ko¨zo¨tt) a nevezetes Szemere´di–Trotter te´telt.
2. Hogyan tala´ljunk csoportokat?
Itt azt vizsga´ljuk, hogyan fordulhat elo˝, hogy ha´romszor n geomet-
riai alakzat ko¨zo¨tt ko¨zel Cn2-szer fordul elo˝ bizonyos ha´rom alak-
zatbo´l a´llo´ geometriai konfigura´cio´. Tipikusan egy nagy szimmetria–
csoport a felelo˝s a tu´l sok specia´lis re´sz–konfigura´cio´e´rt. A Disszer-
ta´cio´ fo˝ eredme´nyi ebben a te´ma´ban a 14. e´s a 15. Te´teleket. Ezek
szorosan ko¨to˝dnek (to¨bbek ko¨zo¨tt) Hrushovski [36] Csoport konfi-
gura´cio´s te´tele´hez, e´s Terence Tao [56] cikke´hez.
3. No¨vekede´s csoportokban.
Legyen α ve´ges re´szhalmaz egy csoportban! Azt vizsga´ljuk, hogyan
no˝ az αn hatva´nyok me´rete az n fu¨ggve´nye´ben. Ku¨lo¨no¨sen az olyan
re´szhalmazok struktu´ra´ja e´rdekel minket, melyekre αn csak lassan
no˝. A Disszerta´cio´ fo˝ eredme´nyei ebben a te´ma´ban a 16., 17. e´s
18. Te´telek. Ezek szorosan kapcsolo´dnak (sok ma´s dolog mellett) a
Freiman–Ruzsa te´telhez, valamint Helfgott [33], Breuillard–Green–
Tao [13] e´s Bourgain- Gamburd [4] eredme´nyeihez.
Az elso˝ ke´t te´ma kombinatorikus jellegu˝, a harmadik pedig csoportelme´-
leti. Noha nem jelenik meg o¨na´llo´ fejezetke´nt, mindha´rom te´ma´ban kulcs-
fontossa´gu´ szerepet kap az algebrai geometria.
A Disszerta´cio´ban sok e´rdekes alkalmaza´sa van a fenti eredme´nyeknek.
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1. Alkalmaza´sok a kombinatorika´ban.
• A 19. Ko¨vetkezme´ny jelento˝sen megjav´ıtja az legjobb ismert ki-
tevo˝t Hirzebruch [35] proble´ma´ja´ban.
• A 20. Te´tel megva´laszolja Erdo˝s, Lova´sz, Vesztergombi [24] ke´r-
de´se´t.
• A 24. Ko¨vetkezme´ny megoldja Sze´kely La´szlo´ sejte´se´t (la´sd [18,
Conjecture 3.41]). Tova´bba´, a 23. Te´tel messzemeno˝kig a´ltala´-
nos´ıtja ezt a sejte´st.
• A 26. Te´tel egy fontos esetben megoldja az u´gynevezett
”
Orchard
problem” (la´sd [37, 54]) egy va´ltozata´t.
2. Alkalmaza´sok a csoportelme´letben.
• A 27. Ko¨vetkezme´ny korla´tos rangu´ egyszeru˝ csoportokra bebi-
zony´ıtja Babai [2] sejte´se´t.
• A 29. Te´tel korla´tos rangu´ egyszeru˝ csoportokra bebizony´ıtja Li-
ebeck, Nikolov e´s Shalev [39] sejte´se´t. A 30. Te´tel egy varia´cio´
ugyanerre a te´ma´ra.
• A 33. Te´tel kimondja, hogy Weiss [61] sejte´se igaz a BCP(r)
csoportok oszta´lya´ban.
A Disszerta´cio´ helye a matematika´ban. A ko¨vetkezo˝ ne´ha´ny bekezde´s-
ben megpro´ba´lom elhelyezni ezeket az eredme´nyeket a ta´gabb matematikai
ko¨rnyezetu¨kben.
Elso˝ te´ma´nk ku¨lo¨nfe´le incidencia–sza´mok becsle´se. Kiindulo´pontunk Szemere´di–
Trotter [55] te´tele: a s´ıkban elhelyezett p pont e´s q egyenes ko¨zo¨tt legfeljebb
O
(
p2/3q2/3 + p+ q
)
illeszkede´s fordulhat elo˝. Ennek sza´mos a´ltala´nos´ıta´sa
szu¨letett, melyek felso˝ becsle´st adnak p pont e´s q geometriai alakzat ko¨zo¨tti
illeszkede´sek sza´ma´ra. I´me egy kis ı´zel´ıto˝: Pach–Sharir [43] (la´sd az 1. Te´-
telt) munka´ja´ban az alakzatok s´ıkgo¨rbe´k, Chazelle–Edelsbrunner–Guibas–
Sharir [14] e´s Solymosi–Tao [53] magasabb dimenzio´s hipers´ıkokkal foglal-
koznak, To´th [59] komplex egyenesekkel C2-ben, Bourgain–Katz–Tao [6] e´s
Bourgain [3] pedig a p elemu˝ test feletti projekt´ıv te´r egyeneseire, illetve bizo-
nyos hiperbola´ira vonatkozo´ becsle´st bizony´ıtanak, ahol p tetszo˝leges pr´ım.
A Disszerta´cio´ban szereplo˝ 6. Te´tel egy magasabb dimenzio´s, tetszo˝leges
valo´s- illetve komplex varieta´sokra e´rve´nyes a´ltala´nos´ıta´s. E´rdekes volna ki-
terjeszteni ve´ges testekre is, de ez me´g teljesen nyitott ke´rde´s. A 6. Te´tel az
egyik legfontosabb o¨sszeko¨to˝ kapocs az elso˝ e´s a ma´sodik te´ma´nk ko¨zo¨tt: a
csoportok konstrukcio´ja´ban a 6. Te´tel seg´ıtse´ge´vel tudunk kiza´rni bizonyos
fajta degenera´cio´kat.
Ma´sodik te´ma´nk egy nagyon a´ltala´nos matematikai jelense´g: Ha egy geo-
metriai szitua´cio´ban sok va´ratlan egybeese´ssel tala´lkozunk, akkor arra sza´-
mı´thatunk, hogy a ha´tte´rben egy nagy szimmetria–csoport rejto˝zik. Erre a
te´ma´ra ve´gtelen sok varia´cio´ van, most csak ke´t eredme´nyt eml´ıtek. Hru-
shovski Csoport konfigura´cio´s te´tele [36] (la´sd me´g [44]-ot is) modell–elme´leti
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eszko¨zo¨kkel konstrua´l (nagyon nagy a´ltala´nossa´gban) szimmetria csoporto-
kat. Nagy vonalakban a ko¨vetkezo˝ro˝l van szo´. Tekintsu¨nk egy T stabil1
matematikai elme´let valamelyik modellje´ben ke´t,
”
fu¨ggve´nyszeru˝” ke´tva´l-
tozo´s rela´cio´kbo´l2 a´llo´ d-dimenzio´s3 csala´dot.4 A ke´t indexhalmaz direkt
szorzata 2d-dimenzio´s, ı´gy arra sza´mı´tunk, hogy ha a ke´t csala´d rela´cio´-
it pa´ronke´nt kompona´ljuk,5 eredme´nyu¨l egy 2d-dimenzio´s csala´dot kapunk.
Ha a kompoz´ıcio´k ehelyett csak egy d-dimenzio´s csala´dot alkotnak,6 akkor
a rela´cio´–csala´dok egy csoportbo´l sza´rmaztathato´k az ala´bbi e´rtelemben:
A T elme´letben definia´lhato´ egy X halmaz, amin hat egy d-dimenzio´s G
szimmetria–csoport, e´s mindha´rom rela´cio´ csala´d
”
le´nyege´ben u´gy ne´z ki”,
mint az X halmazon az Rg =
{
(x, y)
∣∣ y = gx} (g ve´gigfut G elemein)
rela´cio´–csala´d. A Csoport konfigura´cio´s te´telnek az a specia´lis esete, amikor
T az algebrailag za´rt testek elme´lete, 1.3.6. Lemmake´nt szerepel a Disszer-
ta´cio´ban, e´s fontos szerepet kap a 14. e´s 15. Te´telek bizony´ıta´sa´ban.
Mı´g Hrushovski eredme´nye inka´bb
”
folytonos jellegu˝”, addig a 14. e´s
15. Te´telek egy kombinatorikai szitua´cio´ban jutnak hasonlo´ ko¨vetkeztete´s-
re. E ke´t te´tel elo˝zme´nye Elekes–Ro´nyai [20] dolgozata (ahol a szimmetria
csoport me´g nem jelenik meg expliciten). E´rdekes u´j fejleme´ny Tao [56]
dolgozata: o˝ azt a jelense´get vizsga´lja, hogy ha A,B
”
nagyon nagy” re´sz-
halmazok egy ve´ges testben, e´s P egy ke´tva´ltozo´s polinom, akkor a P (A,B)
halmaz
”
tipikusan” beto¨lti majdnem az ege´sz testet. A kive´teles polinomok,
a 14. e´s 15. Te´telu¨nkhez hasonlo´an, vagy az o¨sszeada´sbo´l, vagy a szorza´sbo´l
(teha´t vagy a test addit´ıv-, vagy pedig a multiplikat´ıv csoportja´bo´l) sza´r-
maztathato´k a´tparame´tereze´ssel. Tao meg is eml´ıti a blogja´ban (la´sd [57]),
hogy az
”
Elekes–Szabo´ theory” komoly szerepet kaphat a proble´ma tova´bbi
vizsga´lata´ban.
Itt e´rdemes megjegyezni, hogy a 14. e´s 15. Te´telekben szereplo˝ ve´ges
pont–konfigura´cio´k megjelennek a kapott csoportban is, e´s ko¨nnyen la´thato´,
hogy ott egy nem–no¨vo˝ re´szhalmazt alkotnak: teha´t olyan α ve´ges re´szhal-
mazt, melynek harmadik hatva´nya7 legfeljebb K|α| me´retu˝.
Ezzel eljutottunk a harmadik te´ma´nkhoz: csoportok nem–no¨vo˝ re´szhal-
mazainak vizsga´lata´hoz. A te´ma e´rdekes mind a kommutat´ıv, mind pedig
a nem–kommutat´ıv csoportok vila´ga´ban, e´s mindke´t va´ltozatnak sok–sok
alkalmaza´sa van a csoportelme´leten k´ıvu¨l is (la´sd ke´so˝bb). Figyelemreme´lto´
1 A stabilita´s le´nyege´ben azt jelenti, hogy az elme´let modelljeiben nem fordul elo˝ tu´l
sokfe´le
”
t´ıpusu´” elem.
2 Ez azt jelenti, hogy majdnem minden x csak korla´tos sok y-nal a´ll rela´cio´ban.
3 Modell–elme´letben, alkalmas felte´telek mellett, definia´lhato´ egy nagyon a´ltala´nos, az
algebra´bo´l ismert Krull–dimenzio´ra hajazo´ dimenzio´ fogalom.
4 Egy csala´d tagjait egy indexhalmazzal parame´terezzu¨k. A csala´d dimenzio´ja ennek
az indexhalmaznak a dimenzio´ja.
5 Az R e´s S rela´cio´k kompoz´ıcio´ja az
{
(x, z)
∣
∣ ∃y : (x, y) ∈ R e´s (y, z) ∈ S
}
rela´cio´.
6 Tipikusan a kompoz´ıcio´k mind ku¨lo¨nbo¨zo˝ek, 2d-dimenzio´s csala´dot alkotnak. Ne´ha
vannak egybeese´sek, e´s kisebb dimenzio´t kapunk. A mi esetu¨nk a
”
maxima´lis degenera´cio´”.
7 αn jelo¨li az α elemeibo˝l alkotott n-te´nyezo˝s szorzatok halmaza´t.
               dc_650_12
4 SZABO´ ENDRE
a kommutat´ıv e´s a nem–kommutat´ıv vila´g o¨sszefono´da´sa, egyma´sra hata´-
sa: noha la´tszo´lag teljesen ku¨lo¨nbo¨zo˝ jelense´geket vizsga´lnak, me´gis sok–sok
o¨tletet, mo´dszert ko¨lcso¨no¨znek egyma´sto´l.
Kezdju¨nk a kommutat´ıv csoportokkal. Az addit´ıv kombinatorika egyik
meghata´rozo´ eredme´nye a Freiman–Ruzsa te´tel [26] (la´sd me´g Ruzsa [51]
bizony´ıta´sa´t): Ha α ⊆ Z egy ve´ges sza´mhalmaz amelyre
∣∣α + α∣∣ ≤ K|α|
teljesu¨l,8 akkor α lefedheto˝ egy d(K) dimenzio´s, f(K)|α| me´retu˝ a´ltala´no-
s´ıtott sza´mtani sorozattal. Ke´so˝bb Green e´s Ruzsa [30] a´ltala´nos´ıtotta´k a
te´telt tetszo˝leges Abel csoportra: ilyenkor az α halmaz egy a´ltala´nos´ıtott
sza´mtani sorozat e´s egy re´szcsoport o¨sszege´vel fedheto˝ le. (Az ilyen hal-
mazokat h´ıvjuk melle´koszta´ly–sorozatnak). A legfontosabb nyitott ke´rde´s
ebben az ira´nyban, hogy le´tezik-e a nem–no¨vo˝ halmazoknak olyan le´ıra´sa,
melyben a parame´terek (mint f(K) az elo˝bb) a K polinomjai. Pe´lda´ul,
igaz-e, hogy minden α ⊆ Zn2 nem–no¨vo˝ halmaz lefedheto˝ egy legfeljebb |α|
me´retu˝ re´szcsoportnak legfeljebb CKm melle´koszta´lya´val (ahol m egy min-
dento˝l fu¨ggetlen a´llando´)?
A kommutat´ıv kite´ro˝ uta´n te´rju¨nk vissza a nem–felte´tlenu¨l kommutat´ıv
csoportokhoz! Legyen α egy nem–no¨vo˝ re´szhalmaz egy csoportban! Mit
mondhatunk az α szerkezete´ro˝l? Az elso˝, e´s egyben legismertebb eredme´ny
Gromov [32] te´tele: |αn| pontosan akkor becsu¨lheto˝ felu¨lro˝l az n egy poli-
nomja´val,9 ha az α a´ltal genera´lt re´szcsoport virtua´lisan nilpotens.10 (Itt a
polinom fu¨gghet a csoportto´l.)
Nem–no¨vo˝ halmazok vizsga´lata´ban Helfgott [33] te´tele hozta meg a ko¨-
vetkezo˝ a´tto¨re´st: Legyen α genera´tor rendszer az SL(2, p) csoportban11 (p
tetszo˝leges pr´ım). Ekkor vagy α exponencia´lis u¨temben no˝, azaz
∣∣α3∣∣ ≥
|α|1+ε egy mindento˝l fu¨ggetlen ε konstanssal, vagy pedig α3 = G (teha´t
nincs is hely tova´bbi no¨vekede´sre).12 Helfgott egyik fontos motiva´cio´ja az
volt, hogy a te´tele´bo˝l azonnal ko¨vetkezik hogy az SL(2, p) csoportokban
igaz a Babai sejte´s (la´sd a 27. Ko¨vetkezme´nyt). Ke´so˝bb kideru¨lt, hogy Helf-
gott te´tele jelento˝sen kiterjesztheto˝: a Szorzatte´tel szerint ugyanez az a´ll´ıta´s
tetszo˝leges q pr´ımhatva´nyra e´rve´nyes az SL(n, q) csoportban is13 (la´sd a
8A Plu¨necke–Ruzsa becsle´sekbo˝l ko¨vetkezik, hogy ilyenkor |α + α + α| ≤ K2|α|, te-
ha´t α nem–no¨vo˝. Nem–kommutat´ıv csoportokban ez az e´rvele´s nem mu˝ko¨dik, eze´rt kel-
lett α3 me´rete´t korla´tozni. E´rdekes, hogy α magasabb hatva´nyainak me´rete ma´r nem–
kommutat´ıv csoportokban is becsu¨lheto˝.
9Gromov te´tele´ben teha´t az α halmaz o¨sszes hatva´nya´t korla´tozzuk, nem csak α3-o¨t.
10Egy csoport virtua´lisan nilpotens, ha van ve´ges indexu˝ nilpotens re´szcsoportja.
11Egy p pr´ımre SL(n, p) jelo¨li az olyan 1-determina´nsu´ n×nme´retu˝ ma´trixok csoportja´t
(a mu˝velet a ma´trixok szorza´sa), melyeknek elemeit a modulo p marade´koszta´lyokbo´l
va´lasztjuk. A´ltala´nosabban, ha q egy pr´ım hatva´nya, illetve F egy tetszo˝leges test, akkor
SL(n, q), illetve SL(n,F) jelo¨li az olyan 1-determina´nsu´ n×n me´retu˝ ma´trixok csoportja´t,
melyeknek elemeit a q elemu˝ ve´gest testbo˝l, illetve F-bo˝l va´lasztjuk.
12Helfgott cikke´ben me´g α3 = G helyett αk = G szerepel egy alkalmas k kitevo˝vel.
13Valo´ja´ban a Szorzatte´tel az SL(n, q) minden egyszeru˝ re´szcsoportja´ra vonatkozik,
teha´t az alterna´lo´ csoportok kive´tele´vel az o¨sszes ve´ges egyszeru˝ csoportra. Az ε konstans
csak n-to˝l (azaz a csoport rangja´to´l) fu¨gg.
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16. Te´telt). A te´tel fontossa´ga´t jo´l mutatja, hogy egyma´sto´l fu¨ggetlenu¨l
egyszerre ke´t csapat is bebizony´ıtotta: Breuillard–Green–Tao [11] illetve
Pyber–Szabo´ [50].
Az uto´bbi ne´ha´ny e´vben sok elo˝rele´pe´s to¨rte´nt a nem–no¨vo˝ halmazok
struktu´ra´ja´nak mine´l teljesebb le´ıra´sa´ra. Ezek ko¨zu¨l most csak ke´t cik-
ket szeretne´k kiemelni. Breuillard–Green–Tao [13] tetszo˝leges csoport nem–
no¨vo˝ re´szhalmazaival foglalkoznak. Te´telu¨k ko¨zo¨s a´ltala´nos´ıta´sa Gromov
te´tele´nek e´s a Freiman–Ruzsa te´telnek: Ha α nem–no¨vo˝ re´szhalmaz egy cso-
portban (teha´t
∣∣α3∣∣ ≤ K|α|), akkor tala´lhato´ olyan H re´szcsoport, amelyik
teljes ege´sze´ben benne van az αd(K) hatva´nyban, e´s a hozza´ tartozo´ fak-
torcsoportban14 α ke´pe lefedheto˝ egy alkalmas nil–sorozat15 korla´tos sok
(mondjuk f(K)) eltoltja´val. A le´ıra´suk tala´n egyetlen sze´pse´ghiba´ja, hogy
a mo´dszeru¨k nem ad becsle´st d(K) e´s f(K) nagysa´grendje´re. A kombinato-
rikai, illetve sza´melme´leti alkalmaza´sokhoz viszont fontos lenne, hogy d(K)
e´s f(K) polinomok legyenek, legala´bb egy szu˝kebb csoport–oszta´lyban.16
Ezt a ce´lt (a polinom korla´tokat) tu˝ztu¨k ki Pyber La´szlo´val a [48] cikkben.
Bela´ttuk (la´sd a 18. Te´telt), hogy ha α egy szimmetrikus17 nem–no¨vo˝ re´sz-
halmaz az SL(n,F) csoportban (F tetszo˝leges test), akkor tala´lhato´ olyan H
re´szcsoport, amelyik teljes ege´sze´ben benne van az α6 hatva´nyban, e´s a hoz-
za´ tartozo´ faktorcsoportban14 α ke´pe lefedheto˝ egy feloldhato´ re´szcsoport
f(K) darab eltoltja´val, ahol f(K) egy (n-to˝l fu¨ggo˝) polinom.
A Szorzatte´tel eddigi legla´tva´nyosabb alkalmaza´sa az u´gynevezett
”
Bourgain–
Gamburd expansion machine”. A mo´dszert Bourgain e´s Gamburd fejlesz-
tette´k ki expander gra´fok18 konstrukcio´ja´hoz. (Az expander gra´foknak pedig
fontos alkalmaza´saik vannak pe´lda´ul a sza´mı´ta´s–tudoma´nyban). A [4] cikk-
ben Bourgain e´s Gamburd bela´tta, hogy az SL(2, p) csoport minden olyan
Cayley gra´fja,19 amelyik nem tartalmaz kis ko¨ro¨ket, expander egy ko¨zo¨s ε
expanzio´s konstanssal. Amikor [4] ke´szu¨lt, me´g csak Helfgott te´tele le´te-
zett, eze´rt kellett az SL(2, p) csoportra szor´ıtkozni. Ke´so˝bb ugyanezzel a
mo´dszerrel, haszna´lva az u´jabb Szorzatte´tel teljes ereje´t, sok–sok u´j expan-
der csala´dot konstrua´ltak (la´sd pe´lda´ul Breuillard–Green–Tao [12] e´s [9],
Varju´ [60], Bourgain–Varju´ [8]), valamint Golsefidy–Varju´ [29] cikke´t!) Az
expander gra´foknak e´rdekes sza´melme´leti alkalmaza´sa van az
”
affin szita”
14 Pontosabban: H normaliza´tora´nak H szerinti faktorcsoportja´ban.
15A nil–sorozatok az a´ltala´nos´ıtott sza´mtani sorozatok megfelelo˝i nilpotens csoport-
ban. Sokszor ele´g annyit tudni, hogy α ke´pe a faktorcsoportban lefedheto˝ egy nilpotens
re´szcsoport keve´s eltoltja´val.
16A Szorzatte´tel is a´tfogalmazhato´ ilyen forma´ba, e´s az a´tfogalmaza´sban a konstansok
polinomia´lisan fu¨ggenek K-to´l. Sok (ma´r le´tezo˝) alkalmaza´s ezen mu´lik.
17Egy csoport α re´szhalmaza szimmetrikus, ha minden eleme´vel egyu¨tt annak inverze´t
is tartalmazza, azaz α−1 = α.
18Egy n-csu´csu´ gra´f ε-expander, ha ba´rmely legfeljebb n
2
csu´csbo´l a´llo´ X re´szhalmaza
legala´bb ε|X| tova´bbi, X-en k´ıvu¨li csu´ccsal szomsze´dos.
19Egy G csoport α genera´tor–rendszere´hez tartozo´ Cayley gra´f csu´csai a G elemei, e´s
ke´t csu´csot, mondjuk x-et e´s y-t, akkor ko¨tu¨nk o¨ssze e´llel, ha xy−1 ∈ α.
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mo´dszerekben (la´sd pe´lda´ul a Bourgain–Gamburd–Sarnak [5] cikket), tulaj-
donke´ppen a szita–mo´dszerek adta´k az eredeti motiva´cio´t a [4] cikkhez.
Az addit´ıv kombinatorika fontos fejezete´t alkotja´k az O¨sszeg–szorzat te´-
tel20 (Erdo˝s–Szemere´di [25]), e´s ennek ku¨lo¨nfe´le va´ltozatai (la´sd pe´lda´ul
Tao [58] cikke´t, e´s az ottani hivatkoza´sokat). O¨sszeg–szorzat t´ıpusu´ te´te-
lek ugyan nem bukkannak fel a Disszerta´cio´ban, me´gis, to¨bb te´ma´nkkal is
szoros kapcsolatban a´llnak. Elekes [17] megmutatta, hogy az O¨sszeg–szorzat
te´tel ko¨vetkezik a Szemere´di–Trotter te´telbo˝l (la´sd me´g Solymosi [52] cik-
ke´t). Ford´ıtva, Bourgain–Katz–Tao [7] egy O¨sszeg–szorzat t´ıpusu´ te´telbo˝l
bizony´ıtanak be egy Szemere´di–Trotter t´ıpusu´ te´telt. Helfgott [33] te´tele´t
(az SL(2, p) csoportro´l) eredetileg egy O¨sszeg–szorzat t´ıpusu´ te´tel seg´ıtse´ge´-
vel bizony´ıtotta, e´s me´g ma is sokan u´gy tekintenek a Szorzatte´telre, mint
egyfajta nem–kommutat´ıv O¨sszeg–szorzat te´tel. Az a´ltala´nos Szorzatte´tel
bizony´ıta´sa ma´r ma´s u´ton halad, de a nem no¨vo˝ halmazok vizsga´lata´ban
tova´bbra is fontos szerepu¨k van az O¨sszeg–szorzat te´teleknek (la´sd pe´lda´ul
Gill–Helfgott [27] cikke´t). Ez a kapcsolat ford´ıtva is mu˝ko¨dik: (kommutat´ıv)
O¨sszeg–szorzat t´ıpusu´ te´telek bizony´ıthato´k a (nem–kommutat´ıv) Szorzat-
te´tel seg´ıtse´ge´vel (la´sd pe´lda´ul: Breuillard–Green–Tao [11, 8. fejezet]).
E´rdemes megeml´ıteni me´g Bourgain [3] friss eredme´nye´t, ami szoros kap-
csolatban a´ll a te´ma´inkkal. A kora´bban emlegetett
”
expansion–machine”
mo´dszereit haszna´lva egy ve´ges geometriai, hiperbola´kra vonatkozo´ Szemere´di–
Trotter t´ıpusu´ te´telt bizony´ıt.
A Disszerta´cio´ fele´p´ıte´se. A Disszerta´cio´ he´t dolgozatra e´pu¨l, melyek
rendre megfelelnek a Disszerta´cio´ egy-egy fejezete´nek.
• [23] e´s [22] ko¨zo¨s dolgozatok Elekes Gyo¨rggyel, megfelelnek a Disszerta´-
cio´ 1. illetve 5. fejezete´nek.
• [21] ko¨zo¨s dolgozat Elekes Gyo¨rggyel e´s Simonovits Miklo´ssal, megfelel a
Disszerta´cio´ 4. fejezete´nek.
• [50] e´s [48] ko¨zo¨s dolgozatok Pyber La´szlo´val, megfelelnek a Disszerta´cio´ 2.
e´s 3. fejezete´nek.
• [45] ko¨zo¨s dolgozat Cheryl Praeger–rel, Pyber La´szlo´val e´s Pablo Spiga–
val, megfelel a Disszerta´cio´ 6. fejezete´nek.
• [28] ko¨zo¨s dolgozat Nick Gill–el, Pyber La´szlo´val e´s Ian Short–tal, megfelel
a Disszerta´cio´ 7. fejezete´nek.
A Disszerta´cio´ eredme´nyeit a Te´zisekben te´ma´juk alapja´n o¨t csoportba
soroltam:
1. Incidencia becsle´sek.
A Disszerta´cio´ 1.2. szakasza tartozik ide, ami a [23] dolgozat re´sze. Ebben
a te´ma´ban a dolgozat fo˝ eredme´nye a 6. Te´tel.
2. Hogyan tala´ljunk csoportokat?
A Disszerta´cio´ 1.1 e´s 1.4. szakaszai tartoznak ide. Fo˝ eredme´nyek: a 14.
e´s a 15. Te´telek.
20Ha A egy ve´ges valo´s sza´mhalmaz, akkor max
(
|A+A|, |A ·A|
)
≥ c|A|1+ε.
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3. No¨vekede´s csoportokban.
A Disszerta´cio´ 2. e´s 3. fejezete. Fo˝ eredme´nyek: a 16. e´s a 18. Te´telek.
4. Alkalmaza´sok a kombinatorika´ban.
A Disszerta´cio´ 5. e´s 4. fejezetei, e´s az 1.5. szakasza. Legfontosabb
eredme´nyek: a 20., a 23. e´s a 26. Te´telek, valamint a 24. Ko¨vetkezme´ny.
5. Alkalmaza´sok a csoportelme´letben.
A Disszerta´cio´ 7. e´s 6. fejezete. Legfontosabb eredme´nyek: a 29., a 30.
e´s a 33. Te´telek.
1. Incidencia becsle´sek
Illeszkede´si–sza´mokra adott korla´tok ko¨zponti szerepet to¨ltenek be a kom-
binatorikus geometria sok teru¨lete´n, e´s a geometriai algoritmusok elme´lete´-
ben. (A ko¨zelmu´ltban szerepet kaptak az addit´ıv kombinatorika´ban is, la´sd
[17, 19, 18].) Az elso˝ ilyen t´ıpusu´ eredme´ny Szemere´di–Trotter [55] te´tele,
amit ke´so˝bb Pach e´s Sharir kiterjesztettek folytonos s´ıkgo¨rbe´kre:
1. Te´tel (Pach–Sharir [43]). Legyen Γ egyszeru˝ (azaz o¨nmagukat nem metszo˝)
s´ıkgo¨rbe´k egy olyan csala´dja, melyben ba´rmely ke´t go¨rbe´nek legfeljebb M ko¨-
zo¨s pontja van, e´s minden ponton keresztu¨l legfeljebb s Γ-beli go¨rbe halad
a´t (azaz Γ-nak s szabadsa´gi foka van). Ekkor p pont e´s q Γ-beli go¨rbe ko¨zti
illeszkede´sek sza´ma legfeljebb:
(1) C
(
ps/(2s−1)q(2s−2)/(2s−1) + p+ q
)
,
ahol a C konstans szorzo´ csak s-to˝l e´s M -to˝l fu¨gg. Specia´lis esetben, ha Γ
a s´ıkbeli egyenesek csala´dja, akkor s = 2, M = 1, e´s visszakapjuk az eredeti
Szemere´di–Trotter korla´tot.
Szu¨kse´gu¨nk lesz az ala´bbi jelo¨le´sekre:
2. Defin´ıcio´. Legyen X egy tetszo˝leges alaphalmaz (ez lehet pe´lda´ul RN ,
az N -dimenzio´s te´r), P egy re´szhalmaz, Q pedig az X re´szhalmazainak egy
rendszere. (U´gy gondolunk Q elemeire, mintha X-beli
”
geometriai alakza-
tok” lenne´nek.)
• I(P,Q) jelo¨li a (P,Q) rendszer illeszkede´seinek sza´ma´t, azaz az olyan P ×
Q-beli (p, q) pa´rok sza´ma´t, melyekre a p pont benne van a q alakzatban.
• Tetszo˝leges t ∈ P pont esete´n Qt ⊆ Q jelo¨li az olyan Q-beli alakzatok
halmaza´t, amelyek tartalmazza´k a t pontot.
Tekintsu¨k most azt a konfigura´cio´t R3-ban, amelyik p egy egyenesre eso˝
pontbo´l, e´s q ezt az egyenest tartalmazo´ s´ıkbo´l a´ll. Ebben a konfigura´cio´ban
az illeszkede´sek sza´ma pq. Vila´gos, hogy ha egy te´rbeli alakzatokra vonat-
kozo´, (1)-hez hasonlo´ becsle´st keresu¨nk, akkor szu¨kse´gu¨nk lesz valamife´le
nem–degenera´ltsa´gi felte´telre, ami kiza´rja az ilyen jellegu˝ konfigura´cio´kat.
Az ala´bbi defin´ıcio´ ezt finomı´tja: megenged ilyen re´sz–konfigura´cio´kat, de
persze nem tu´l nagyokat. A b parame´ter e´s a k kombinatorikus dimen-
zio´ szaba´lyozza, hogy mennyit. Ke´so˝bb a becsle´sekben a konstans szorzo´k
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fu¨gghetnek k-to´l e´s b-to˝l is, kitevo˝k azonban csak k-to´l fu¨ggenek majd. (Egy
o¨nmaga´ban is e´rdekes feladat volt tala´lni olyan nem–degenera´ltsa´gi felte´telt,
amelyik ele´gge´
”
megengedo˝” ahhoz, hogy sok e´rdekes geometriai szitua´cio´k-
ban teljesu¨ljo¨n.)
3. Defin´ıcio´ (Kombinatorikus dimenzio´ rekurz´ıv defin´ıcio´ja). Ro¨gz´ıtu¨nk
egy b > 0 konstanst. Legyen X egy tetszo˝leges alaphalmaz, P egy re´sz-
halmaz, Q pedig az X re´szhalmazainak egy rendszere. Azt mondjuk, hogy
cdimb(P,Q) = 0, ha |Q| ≤ b. A´ltala´ban, cdimb(P,Q) ≤ k (ahol k ≥ 1
ege´sz), ha van olyan P ′ ⊆ P re´szhalmaz, amelyre
• |P \ P ′| ≤ b, azaz P ′
”
majdnem az ege´sz” P , e´s
• minden t ∈ P ′-re cdimb
(
P \ {t}, Qt
)
≤ k − 1.
4. Megjegyze´s. Ko¨nnyen elleno˝rizhetju¨k, hogy az 1. Te´telben szereplo˝ (p
pont, q go¨rbe) konfigura´cio´ kombinatorikus dimenzio´ja, alkalmas b va´lasz-
ta´sa mellett, legfeljebb 2.
Az, hogy ko¨zvetlenu¨l a 3. Defin´ıcio´bo´l hata´rozzuk meg a kombinatorikus
dimenzio´t, ele´g reme´nytelen feladatnak tu˝nik. A ko¨vetkezo˝ lemma mutatja,
hogy geometriai szitua´cio´kban, ele´g nagy a´ltala´nossa´gban, a kombinatorikus
dimenzio´ megegyezik a geometriai dimenzio´val.
5. Lemma. Legyen A egy k-dimenzio´s varieta´s, jelo¨lje H a legfeljebb d foku´
A-beli re´szvarieta´sok halmaza´t. Va´laszthatunk olyan csak k-to´l e´s d-to˝l fu¨ggo˝
b e´rte´ket, mellyel igaz a ko¨vetkezo˝ a´ll´ıta´s: Ha P ⊆ A egy a´ltala´nos helyzetu˝21
ve´ges re´szhalmaz, akkor cdimb(P,H) ≤ k.
Az ala´bbi te´tel le´nyege´ben a Disszerta´cio´ 1.2.5. Te´tele´nek e´s a Disszerta´cio´
1.2.6. Te´tele´nek az o¨sszevona´sa.
6. Te´tel. Legyen P egy ve´ges ponthalmaz az N -dimenzio´s komplex projekt´ıv
te´rben, V pedig algebrai varieta´sok ve´ges kollekcio´ja (ugyanebben a projekt´ıv
te´rben). Tegyu¨k fel, hogy a (P,V) konfigura´cio´ kombinatorikus dimenzio´ja
k = cdimb(P,V) ≥ 2, e´s V minden tagja legfeljebb d foku´. Ekkor le´teznek
olyan, csak k-to´l N -to˝l e´s d-to˝l fu¨ggo˝ α, β pozit´ıv konstansok, melyekre
kα+ β = k
e´s a (P,V) rendszer illeszkede´seinek sza´ma
I(P,V) ≤ C
(
|P|α|V|β + |P|+ |V| log(2|P|)
)
,
ahol a C konstans az N , b, k, d parame´terekto˝l fu¨gg. Abban a specia´lis
esetben, amikor a kollekcio´ hipers´ıkokbo´l a´ll (azaz d = 1), va´laszthatjuk az
α =
N(k − 1)
Nk − 1
− ε , β =
k(N − 1)
Nk − 1
+ kε
kitevo˝ket, ahol 0 < ε < k−1k(Nk−1) tetszo˝leges.
21 Itt most P a´ltala´nos helyzetu˝, ha minden legfeljebb dk foku´ re´szvarieta´s legfeljebb b
pontot tartalmaz P -bo˝l.
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7. Megjegyze´s. A 6. Te´telt aze´rt fogalmaztuk meg projekt´ıv te´rben, hogy
besze´lhessu¨nk az algebrai halmazok foksza´ma´ro´l. Terme´szetesen analo´g te´-
tel e´rve´nyes CN -beli algebrai halmazokra is, de mivel itt nincs standard
foksza´m–fogalom, aze´rt ko¨ru¨lme´nyesebb megfogalmazni, hogy mito˝l fu¨gg a
C konstans szorzo´.
E´rdemes o¨sszehasonl´ıtani Pach-Sharir te´tele´t a 6. Te´tellel. A disszerta´ci-
o´beli te´tel a´ltala´nos´ıtja a kora´bbit, amennyiben s´ıkgo¨rbe´k helyett magasabb
dimenzio´s alakzatokat vizsga´l, e´s komplex geometria´ban is e´rve´nyes. Az
a´ltala´nossa´gnak azonban a´ra van: Pach-Sharir te´tele megenged tetszo˝leges
folytonos s´ıkgo¨rbe´ket, e´s a becsle´s kitevo˝i pontosak, mı´g a 6. Te´tel csak
algebrai varieta´sokra vonatkozik, a kitevo˝k messze nem optima´lisak, e´s a
hibatagban megjelenik egy bosszanto´ log(2|P|) faktor. (A Disszerta´cio´ban
explicit α e´s β kitevo˝k szerepelnek.)
2. Hogyan tala´ljunk csoportokat?
Ez a re´sz a Disszerta´cio´ 1.1 e´s 1.4. szakaszairo´l szo´l. A ha´ttere´ben egy na-
gyon a´ltala´nos elv hu´zo´dik: Ha egy geometriai szitua´cio´ban sok va´ratlan egy-
beese´ssel tala´lkozunk, akkor arra sza´mı´thatunk, hogy egy nagy szimmetria–
csoportra bukkanunk. Egyik legismertebb eredme´ny ebben az ira´nyban Hru-
shovski [36] Csoport konfigura´cio´s te´tele (la´sd me´g: [44]).
Mi most egy geometriai–kombinatorikai szitua´cio´val foglalkozunk. Ala´bb
definia´ljuk, hogy mikor mondunk egy V ⊆ C3 algebrai felu¨letet gazdagnak
(azaz mikor van rajta tu´l sok egybeese´s). Ne´ha´ny egyszeru˝ pe´lda bemutata´sa
uta´n kideru¨l majd, hogy a gazdag felu¨leteknek nagyon specia´lis szerkezetu¨k
van. Vagy a V felu¨let egy s´ıkgo¨rbe´re a´ll´ıtott henger (la´sd a 13. Pe´lda´t),
vagy egy algebrai csoportot tala´lunk a ha´tte´rben: V le´nyege´ben a csoport
szorza´s–fu¨ggve´nye´nek a grafikonja´bo´l sza´rmazik (mint a 12. Pe´lda´ban). Ab-
ban a specia´lis esetben, amikor a felu¨let egyenlete z = f(x, y) alakban ı´rhato´,
Elekes Gyo¨rgy e´s Ro´nyai Lajos la´tta´k be ezt az a´ll´ıta´st a [20] cikkben. A
tetszo˝leges felu¨letekre valo´ kiterjeszte´st, e´s a magasabb dimenzio´s a´ltala´nos´ı-
ta´st pedig (la´sd a 14. e´s a 15. Te´teleket) a [23] cikkben bizony´ıtottuk Elekes
Gyo¨rggyel.
8. Defin´ıcio´ (Gazdagsa´g).
(a) Egy V ⊂ C3 algebrai felu¨letre azt mondjuk, hogy gazdag, ha ve´gtelen sok
n e´rte´kre tala´lhato´k olyanX,Y, Z ⊂ C n-elemu˝ komplex sza´mhalmazok,
melyekre ∣∣V ∩ (X × Y × Z)∣∣ ≥ Cn2
valamilyen n-to˝l fu¨ggetlen C > 0 konstanssal.
(b) Legyenek A, B, C m-dimenzio´s komplex varieta´sok (m ≥ 1). Egy
V ⊂ A × B × C 2m-dimenzio´s re´szvarieta´s gazdag, ha ve´gtelen sok n
e´rte´kre tala´lhato´k olyan X ⊂ A, Y ⊂ B e´s Z ⊂ C
”
a´ltala´nos helyzetu˝”
(la´sd a Disszerta´cio´ 1.2.12. Defin´ıcio´ja´t) n-elemu˝ re´szhalmazok, melyek
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kiele´g´ıtik ugyanazt a becsle´st:∣∣V ∩ (X × Y × Z)∣∣ ≥ Cn2
valamilyen n-to˝l fu¨ggetlen C > 0 konstanssal.
Az algebrai csoportok olyan csoportok, melyek alaphalmaza egy varieta´s,
e´s a csoportmu˝velet egy polinomokkal megadhato´ fu¨ggve´ny. Az algebrai
csoportokat re´go´ta intenz´ıven vizsga´lja´k, szerkezetu¨kro˝l nagyon sokat lehet
tudni. La´ssunk ne´ha´ny pe´lda´t:
9. Pe´lda. Minden komplex egydimenzio´s o¨sszefu¨ggo˝ algebrai csoport az ala´b-
bi ha´rom t´ıpus valamelyike´be tartozik. Az elso˝ ke´t t´ıpusba csak egy–egy
csoportot sorolunk, a harmadik t´ıpusba viszont ve´gtelen sok egyma´sto´l ku¨-
lo¨nbo¨zo˝ csoport tartozik (melyek topologikus csoportke´nt mind izomorfak
egyma´ssal).
(a) C — a komplex sza´mok addit´ıv csoportja.
(b) C∗ — a nem–nulla komplex sza´mok multiplikat´ıv csoportja. A z → e2piiz
leke´peze´s mutatja, hogy C∗ izomorf a C/Z faktorcsoporttal.
(c) Elliptikus go¨rbe´k — ezek az y2 = x3+ax+ b egyenletu˝ s´ıkgo¨rbe´k (kiter-
jesztve egy ve´gtelen ta´voli ponttal), ahol 4a3 + 27b2 6= 0. Az elliptikus
go¨rbe´k fel´ırhato´k C/L faktorcsoportke´nt is, ahol C az (a)-beli csoport,
L pedig egy (az origo´t tartalmazo´) parallelogramma ra´cs. (Egyma´ssal
nem–egybeva´go´ ra´csok ku¨lo¨nbo¨zo˝ faktor–csoportokat adnak.)
10. Pe´lda. Tekintsu¨k a
”
ne´gyzetgyo¨k fu¨ggve´nyt”! Valo´ja´ban ez nem is iga-
zi fu¨ggve´ny: minden x0 6= 0 komplex sza´m ko¨ru¨l ke´t ”
folytonos a´ga” van.
Tova´bb komplika´lja a helyzetet, hogy ha egyszerre tekintju¨k az o¨sszes nem–
nulla sza´m ne´gyzetgyo¨keit, akkor az a´gak
”
o¨sszekeverednek”: ha x foly-
tonosan ko¨rbeja´rja (a komplex s´ıkon) az origo´t, akkor a ke´t ne´gyzetgyo¨ke
is folytonosan va´ltozik, de a ko¨r ve´ge´re e´ppen felcsere´lve e´rkeznek vissza az
eredeti poz´ıcio´jukba. A ne´gyzetgyo¨kho¨z hasonlo´an viselkedo˝
”
fu¨ggve´nyeket”
to¨bbe´rte´ku˝ algebrai fu¨ggve´nyeknek nevezzu¨k.
11. Defin´ıcio´. Legyenek A e´s B halmazok. Egy olyan F fu¨ggve´nyt, amelyik
Aminden eleme´hez B egy re´szhalmaza´t rendeli, A-bo´l B-be vezeto˝ to¨bbe´rte´ku˝
fu¨ggve´nynek nevezu¨nk.
(a) Az F grafikonja az ala´bbi re´szhalmaz:
ΓF =
{
(a, c)
∣∣∣ a ∈ A, c ∈ F (a)
}
⊆ A×B .
(b) Minden H ⊆ A re´szhalmazra e´s minden b ∈ B pontra legyen
F (H) = ∪h∈HF (h) ⊆ B , F
−1(b) =
{
a ∈ A
∣∣ F (a) ∋ b} .
Vila´gos, hogy F−1 egy to¨bbe´rte´ku˝ fu¨ggve´ny B-bo˝l A-ba. Amennyiben
maxa∈A
∣∣F (a)∣∣ e´s maxb∈B
∣∣F−1(b)∣∣ ve´gesek, akkor legyen deg(F ) a ketto˝
ko¨zu¨l a nagyobbik, ku¨lo¨nben pedig deg(F ) =∞.
(c) Legyenek A e´s B algebrai go¨rbe´k. Azt mondjuk, hogy F algebrai, ha
deg(F ) <∞, e´s a ΓF grafikon egy algebrai go¨rbe az A×B felu¨leten.
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(d) Legyenek most A e´s B m-dimenzio´s varieta´sok. Azt mondjuk, hogy F
algebrai, ha deg(F ) < ∞, e´s a ΓF grafikon leza´rtja egy m-dimenzio´s
re´szvarieta´s a 2m-dimenzio´s A×B-ben.
12. Pe´lda. Legyen G egy komplex algebrai csoport. Elo˝szo¨r az egydimenzio´s
esettel foglalkozunk, a csoportmu˝velet seg´ıtse´ge´vel ke´sz´ıtu¨nk gazdag algebrai
felu¨leteket C3-ben. Uta´na a´ltala´nos´ıtjuk a konstrukcio´t magasabb dimenzio´s
csoportokra.
(a) Most me´g G tetszo˝leges. Legyen n = 2k + 1 egy pa´ratlan terme´szetes
sza´m. Tekintsu¨k a
Gsp :=
{
(x, y, z) ∈ G3
∣∣ a G csoportban xyz = 1 },
(algebrai) varieta´st, amit
”
a G3-beli specia´lis re´szvarieta´snak”, illetve
egydimenzio´s G esete´n
”
a G3 specia´lis felu¨lete´nek” nevezu¨nk. Va´lasszunk
egy a ∈ G ve´gtelen rendu˝ elemet (ilyen mindig van, amennyiben dim(G) ≥
1), e´s legyen
X = Y = Z := {a−k, a−(k−1), . . . , a−1, 1, a, . . . , a(k−1), ak} .
Ko¨nnyu˝ elleno˝rizni, hogy Gsp valo´ban legala´bb ⌈k
2/2⌉ ≥ 14n
2 pontot
tartalmaz X × Y × Z-bo˝l, teha´t gazdag.
(b) Tegyu¨k most fel, hogy G egydimenzio´s, e´s legyenek f, g, h to¨bbe´rte´ku˝ al-
gebrai fu¨ggve´nyek G-bo˝l C-be. A direkt szorzatuk, F = f×g×h, ugyan-
csak to¨bbe´rte´ku˝ fu¨ggve´ny G3-bo˝l C3-be, e´s deg(F ) = deg(f) deg(g) deg(h).
Tekintsu¨k a Gsp specia´lis felu¨let ke´pe´t, az F (Gsp) ⊂ C
3 re´szhalmazt,
ennek leza´rtja egy V ⊆ C3 algebrai felu¨let. Vila´gos, hogy a V felu¨-
let legala´bb ⌈ k
2
2 deg(F )⌉ = Cn
2 pontot tartalmaz az F (X × Y × Z) =
f(X)× g(Y )× h(Z) Descartes–szorzatbo´l, teha´t gazdag.
(c) A V varieta´snak legfeljebb deg(V ) irreducibilis komponense van, teha´t
van olyan irreducibilis komponens, amelyik gazdag.
(d) Tekintsu¨k most az a´ltala´nos esetet: dim(G) = m ≥ 1 tetszo˝leges. Le-
gyenek f, g, h to¨bbe´rte´ku˝ algebrai fu¨ggve´nyek G-bo˝l ha´rom m-dimenzio´s
komplex varieta´sba: A-ba, B-be illetve C-be. Az elo˝zo˝ e´rvele´s szo´ sze-
rint a´tviheto˝ erre a szitua´cio´ra. F = f × g × h egy to¨bbe´rte´ku˝ algebrai
fu¨ggve´ny G3-bo˝l A × B × C-be (mind G3, mind pedig a szorzat vari-
eta´s 3m-dimenzio´s). Az F (Gsp) re´szhalmaz leza´rtja egy 2m-dimenzio´s
V re´szvarieta´s A × B × C-ben, e´s bizonyos esetekben (pe´lda´ul, ha G
Abel csoport) lesznek olyan V0 ⊆ V irreducibilis komponensek, ame-
lyek gazdagok. Kideru¨l majd, hogy o˝k lesznek a gazdag re´szvarieta´sok
”
mintape´lda´nyai”.
13. Pe´lda (Hengerek).
(a) Egy V0 ⊂ C
3 algebrai felu¨letet hengernek mondunk, ha az egyenlete
csak ke´t va´ltozo´to´l fu¨gg: F (x, y) = 0, F (x, z) = 0 vagy F (y, z) = 0.
Tekintsu¨k pe´lda´ul az F (x, y) = 0 esetet, e´s va´lasszunk olyan X =
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{x1, x2, . . . , xn}, Y = {y1, y2, . . . , yn} komplex sza´mhalmazokat, ame-
lyekre F (xi, yi) = 0 minden i-re. Vila´gos, hogy tetszo˝leges n elemu˝
Z ⊂ C sza´mhalmazra
∣∣V0 ∩ (X × Y × Z)
∣∣ ≥ n2, teha´t V gazdag.
(b) Legyenek A, B, C m-dimenzio´s varieta´sok. Azt mondjuk, hogy egy
V ⊂ A×B×C 2m-dimenzio´s re´szvarieta´s tartalmaz hengert, ha vagy a
V → A×B, vagy a V → B×C, vagy pedig a V → A×C vet´ıte´sek ke´pe
nem 2m-dimenzio´s (teha´t kisebb). Ko¨nnyen la´thato´, hogy egy ilyen V
te´nyleg tartalmaz egy hengert.
Az ala´bbi te´tel le´nyege´ben a Disszerta´cio´ 1.1.3. Te´tele´nek leegyszeru˝s´ıtett
va´ltozata.
14. Te´tel (Gazdag felu¨letek C3-ben). Legyen V ⊂ C3 egy d foku´ algeb-
rai felu¨let. Vannak olyan η e´s n0 csak d-to˝l fu¨ggo˝ konstansok, melyekkel a
ko¨vetkezo˝ tulajdonsa´gok ekvivalensek.
(a) Legala´bb egy n ≥ n0 e´rte´kre vannak olyan X,Y, Z ⊂ C n-elemu˝ sza´m-
halmazok, melyekre ∣∣V ∩ (X × Y × Z)∣∣ ≥ n2−η .
(b) V -nek van olyan V0 irreducibilis komponense, amelyik vagy egy hen-
ger (la´sd a 13. Pe´lda´t), vagy pedig a 12. Pe´lda´ban le´ırt konstrukcio´bo´l
sza´rmazik (valamilyen egydimenzio´s komplex algebrai csoportbo´l). Uto´b-
bi esetben a konstrukcio´ban haszna´lt to¨bbe´rte´ku˝ fu¨ggve´nyek foksza´ma d
fu¨ggve´nye´ben korla´tozhato´.
(c) Jelo¨lje D ⊂ C az egyse´gko¨rlemezt. Vagy V tartalmaz egy hengert (la´sd a
13. Pe´lda´t), vagy pedig vannak f, g, h : D→ C egy-egy–e´rtelmu˝ analitikus
fu¨ggve´nyek, amelyeknek az inverze is analitikus, e´s amelyekre
V ⊇
{(
f(x), g(y), h(z)
)
∈ C3
∣∣ x, y, z ∈ D, x+ y + z = 0
}
.
(d) V -nek van olyan V0 irreducibilis komponense, amelynek minden ny´ılt
re´szhalmaza gazdag.
Szerepel a te´telben egy (kicsi) pozit´ıv η konstans. Nem adunk meg explicit
e´rte´ket, mert azt gondoljuk, hogy a jelenlegi becsle´seink messze nem opti-
ma´lisak. Valo´ja´ban me´g az sem kiza´rt, hogy a te´tel tetszo˝leges 0 < η < 1
e´rte´kkel igaz — la´sd a Disszerta´cio´ 1.1.4. Proble´ma´ja´t.
Az ala´bbi te´tel a Disszerta´cio´ 1.4.2. Te´tele´nek leegyszeru˝s´ıtett va´ltoza-
ta.
15. Te´tel (Gazdag re´szvarieta´sok magasabb dimenzio´ban). Tetszo˝leges m
pozit´ıv ege´szhez tala´lhato´ pozit´ıv valo´s η a ko¨vetkezo˝ tulajdonsa´ggal. Legyenek
A, B, C m-dimenzio´s projekt´ıv varieta´sok, V ⊂ A×B×C pedig olyan 2m-
dimenzio´s re´szvarieta´s, amelyik nem tartalmaz hengert (la´sd a 13. Pe´lda´t).
A ko¨vetkezo˝ tulajdonsa´gok ekvivalensek:
(a) Egy
”
ele´g nagy” n e´rte´kre vannak olyan X ⊂ A, Y ⊂ B, Z ⊂ C n-elemu˝
”
a´ltala´nos helyzetu˝” re´szhalmazok, melyekre∣∣V ∩ (X × Y × Z)∣∣ ≥ n2−η .
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(b) V -nek van egy olyan V0 irreducibilis komponense, amelyik a 12. Pe´lda´ban
le´ırt konstrukcio´bo´l sza´rmazik (valamilyenm-dimenzio´s komplex algebrai
csoportbo´l).
(c) V -nek van olyan V0 irreducibilis komponense, amelynek minden ny´ılt
re´szhalmaza gazdag.
Az (a) pontban szereplo˝
”
ele´g nagy” e´s
”
a´ltala´nos helyzetu˝” fogalmak pon-
tos defin´ıcio´ja´t la´sd a Disszerta´cio´ 1.4.2. Te´tele´ben illetve a Disszerta´cio´
1.2.12. Defin´ıcio´ja´ban.
3. No¨vekede´s csoportokban
Adott n × n me´retu˝ ma´trixok egy ve´ges halmaza, α. Azt vizsga´ljuk,
hogy mely α halmazokra lesz
∣∣α3∣∣ sokkal nagyobb, mint |α|, e´s mikor lesz
nagyja´bo´l ugyanakkora.
Mi to¨rte´nik az algebrai csoportokban? A Disszerta´cio´ 2. fejezete´ben
az algebrai csoportok szerkezete´t vizsga´ljuk. Algebrai geometriai, e´s cso-
portelme´leti mo´dszerek seg´ıtse´ge´vel sikeru¨lt ke´t, a nem–no¨vo˝ halmazokra
vonatkozo´ te´telt bizony´ıtani. A tova´bbi fejezetekben ez a ke´t te´tel alapveto˝
fontossa´gu´va´ va´lik a no¨vekede´s vizsga´lata´ban.
A Disszerta´cio´ 2.1.4. Te´tele a ve´ges egyszeru˝ csoportokra vonatkozo´ Szor-
zatte´tel. Fontossa´ga´t mutatja, hogy ez egy sok–sok szerzo˝s eredme´ny: Breuillard–
Green–Tao [10], e´s Pyber–Szabo´ [49].
16. Te´tel (Szorzat-te´tel). Legyen G egy egyszeru˝ re´szcsoport az SL(n, q)
csoportban (q egy pr´ımhatva´ny),22 α egy genera´tor–rendszer G-ben. Ekkor
vagy α3 = G, vagy pedig ∣∣α3∣∣ ≥ |α|1+ε
ahol ε csak az n-to˝l fu¨ggo˝ pozit´ıv konstans.
Tetszo˝leges (nem felte´tlenu¨l ve´ges) linea´ris csoportokro´l szo´l a Disszerta´-
cio´ 2.13.4. Ko¨vetkezme´nye. I´me egy egyszeru˝s´ıtett va´ltozat:
17. Te´tel. Legyen F tetszo˝leges test, K ≥ 1 egy konstans, e´s α egy olyan
ve´ges re´szhalmaz az SL(n,F) csoportban, amelyre
∣∣α3∣∣ ≤ K|α| .
Ekkor le´tezik olyan m = m(n) konstans, e´s olyan ∆ virtua´lisan feloldhato´23
re´szcsoport, melyekre α lefedheto˝ legfeljebb Km darab ∆-melle´koszta´llyal.
22Minden ve´ges egyszeru˝ csoport bea´gyazhato´ valamelyik SL(n, q) csoportba, ahol n
nagyja´bo´l a csoport rangja.
23Egy csoport virtua´lisan feloldhato´, ha van ve´ges indexu˝ feloldhato´ re´szcsoportja.
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Mit ad neku¨nk a Csoportelme´let? A Disszerta´cio´ 3. fejezete´ben a
17. Te´telt csoportelme´leti mo´dszerekkel e´s a 16. Te´tellel kombina´ljuk. I´gy
jo´val pontosabb ke´pet kapunk a nem–no¨vo˝ ma´trix–halmazok struktu´ra´ja´ro´l.
I´me, a Disszerta´cio´ 3.6.13. Te´tele, ami specia´lis esetke´nt maga´ba foglalja a
Szorzatte´telt is:
18. Te´tel. Legyen F tetszo˝leges test, K ≥ 1 egy konstans, e´s α egy olyan
ve´ges re´szhalmaz SL(n,F)-ben, amely minden eleme´vel egyu¨tt tartalmazza
annak inverze´t is (azaz α = α−1), e´s amelyre
∣∣α3∣∣ ≤ K|α| .
Ekkor az α a´ltal genera´lt re´szcsoportnak vannak olyan P ≤ Γ norma´losz-
to´i, melyekre α3 tartalmazza P egy melle´koszta´lya´t, Γ/P feloldhato´, e´s α
lefedheto˝ legfeljebb Kc(n) Γ-melle´koszta´llyal, ahol c(n) csak az n-to˝l fu¨gg.
4. Alkalmaza´sok a kombinatorika´ban
Adott a (valo´s vagy komplex) s´ıkon n nem–degenera´lt ku´pszelet, semelyik
ha´rom nem e´rinti egyma´st ugyanabban a pontban. Hirzebruch [35] ke´rdezte,
hogy van-e Cn2−ε alaku´ felso˝ becsle´s az e´rinte´si pontok sza´ma´ra. A ke´rde´st
Megyesi Ga´borral oldottuk meg a [42] cikkben. A 6. Te´tel seg´ıtse´ge´vel a
ottani becsle´s jelento˝sen jav´ıthato´: a Disszerta´cio´ 1.5.1. Ko¨vetkezme´nye sze-
rint
19. Ko¨vetkezme´ny. A fenti ku´pszelet konfigura´cio´ban az e´rinte´si pontok
sza´ma legfeljebb Cn
139
79 .
Adott a (valo´s) s´ıkon ha´rom ko¨ze´ppont, e´s ko¨ru¨lo¨ttu¨k egy–egy n koncent-
rikus ko¨rbo˝l a´llo´ ko¨rsereg. Egy pontot akkor nevezu¨nk ha´romszoros pontnak,
ha a´tmegy rajta mindha´rom ko¨rseregnek egy-egy tagja. Erdo˝s, Lova´sz e´s
Vesztergombi [24] megke´rdezte´k: mely ko¨ze´ppont–ha´rmasok esete´n lehet
ve´gtelen sok n-re u´gy va´lasztani a ko¨ro¨ket, hogy legala´bb cn2 ha´romszoros
pont legyen? Elekes Gyo¨rgy [16] mutatott ilyen pe´lda´t. Ma´sre´szt, a Disszer-
ta´cio´ 1.5.3. Te´tele´bo˝l kideru¨l, hogy a legto¨bb pont–ha´rmas ko¨ru¨l nincsenek
ilyen ko¨rseregek:
20. Te´tel. Van egy abszolu´t konstans η > 0 e´s egy n1 ∈ Z korla´t a ko¨vetkezo˝
tulajdonsa´ggal. Ha n > n1, e´s a fenti ko¨rsereg konfigura´cio´hoz legala´bb n
2−η
ha´romszoros pont tala´lhato´, akkor a ha´rom ko¨ze´ppont egy egyenesre esik.
I´me, a bizony´ıta´s alapo¨tlete: Elo˝szo¨r a´tfogalmazzuk a proble´ma´t. Ha´rom
ko¨r pontosan akkor metszi egyma´st egy pontban, ha a sugaraik kiele´g´ıtenek
egy bizonyos polinom–egyenletet. Teha´t azt kell eldo¨nteni, hogy az egyen-
let ze´rushelye, egy V ⊂ R3 felu¨let, gazdag-e. Egy felu¨let pontosan akkor
gazdag, ha az egyenlete kiele´g´ıt egy bizonyos, a 14. Te´tel seg´ıtse´ge´vel konst-
rua´lt parcia´lis differencia´legyenletet. Ve´gu¨l a parcia´lis differencia´l egyenlet
elleno˝rze´se egy kis algebrai zsonglo˝rko¨de´s.
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Ko¨ro¨k helyett vizsga´lhatunk a´ltala´nosabb folytonos go¨rbe´ket. Az n tagu´
koncentrikus ko¨rseregek helyett n folytonos go¨rbe´t va´lasztunk egy
”
folyto-
nosan parame´terezett go¨rbeseregbo˝l”. Az egyszeru˝se´g kedve´e´rt most olyan
go¨rbeseregekre szor´ıtkozunk, melyek megadhato´k egy-egy polinom szintvo-
nalaival —
”
algebrai go¨rbeseregek” mindig fel´ırhato´k ilyenek unio´jake´nt.
21. Defin´ıcio´. Legyen G ⊆ R2 egy ny´ılt halmaz a s´ıkon, G a leza´rtja.
(a) Egy algebrai go¨rbesereg G-ben folytonos s´ıkgo¨rbe´knek olyan Γ = {γ(t) ⊂
G : t ∈ [0, 1]} o¨sszesse´ge, mely megadhato´ egy ha´romva´ltozo´s, legfel-
jebb d foku´ p polinommal:
γ(t) =
{
(x, y) ∈ G
∣∣ p(x, y, t) = 0} .
A p polinom to¨bbfe´leke´ppen is va´laszthato´.24 A Γ go¨rbesereg foka a
lehetse´ges legkisebb deg(p) e´rte´k.
(b) A Γ go¨rbesereg expliciten parame´terezett, haGminden pontja´n pontosan
egy Γ-beli go¨rbe megy a´t, e´s a p
(
(x, y, f(x, y)
)
= 0 egyenlettel definia´lt
implicit fu¨ggve´ny analitikus G-ben, e´s folytonos G-ben.
(c) Egy E ⊂ G folytonos go¨rbe a Γ sereg burkolo´ go¨rbe´je, ha minden pontja´-
ban van e´rinto˝je, nincs ko¨zo¨s re´sz–´ıve a Γ sereg egyetlen tagja´val sem, e´s
minden P ∈ E ponthoz van olyan γ(t) ∈ Γ, amelyik a P pontban e´rinti
az E go¨rbe´t.
Legyenek α(r), β(s), γ(t) algebrai go¨rbeseregek a s´ıkban. Azon (r0, s0, t0)
sza´mha´rmasok me´rtani helye, melyekre az α(r0), β(s0), γ(t0) go¨rbe´knek van
ko¨zo¨s pontja, egy V ⊂ R3 algebrai felu¨let.
22. Defin´ıcio´. Va´lasztunk n pontot mindha´rom go¨rbecsala´dbo´l. Egy P
s´ıkbeli pont a konfigura´cio´ tripla–pontja, ha mindha´rom csala´dban van olyan
kiva´lasztott go¨rbe, amelyik a´tmegy a P ponton.
Amennyiben a V felu¨let nem gazdag (tipikusan ez a helyzet), akkor a
20. Te´tel uta´ni e´rvele´s mutatja, hogy legfeljebb n2−η tripla–pontot. Teljes
a´ltala´nossa´gban nem tudjuk eldo¨nteni, hogy V gazdag-e, a´mde a 14. Te´tel
seg´ıtse´ge´vel jo´l haszna´lhato´ geometriai krite´riumokat kaphatunk. Az ala´bbi
te´tel a Disszerta´cio´ 4.4.1. Te´tele´nek egyszeru˝s´ıtett va´ltozata.
23. Te´tel. Legyenek G ⊂ H ny´ılt halmazok a s´ıkban, Γ1,Γ2 expliciten pa-
rame´terezett algebrai go¨rbeseregek H-ban, Γ3 pedig egy expliciten parame´te-
rezett algebrai go¨rbesereg G-ben. Jelo¨lje d a ha´rom sereg foka´nak a maximu-
ma´t. Tegyu¨k fel, hogy Γ3-nak van olyan E burkolo´ go¨rbe´je, amelyik benne van
H-ban (teha´t nem csak a leza´rtja´ban), e´s E-nek a ma´sik ke´t sereg egyetlen
tagja´val sincs ko¨zo¨s ı´ve. Ha mindha´rom go¨rbeseregbo˝l kiva´lasztunk n go¨rbe´t
(n ele´g nagy), akkor a konfigura´cio´nak legfeljebb n2−η(d) tripla–pontja lehet
G-ben, ahol 0 < η(d) egy csak d-to˝l fu¨ggo˝ a´llando´.
Ennek azonnali ko¨vetkezme´nye a Disszerta´cio´ 4.5.1. Te´tele, amit kora´bban
Sze´kely La´szlo´ sejtett (la´sd [18, Conjecture 3.41]):
24 Pe´lda´ul p minden hatva´nya ugyanazt a Γ go¨rbesereget definia´lja.
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24. Ko¨vetkezme´ny. Adott ha´rom pont a s´ıkban. Rajzolunk 3n olyan egy-
se´gko¨rt, melyekbo˝l mindha´rom ponton legala´bb n a´thalad. Ha n ele´g nagy,
akkor a konfigura´cio´nak legfeljebb n2−η tripla–pontja van. Itt η > 0 egy
abszolu´t konstans.
Ve´gu¨l megla´togatjuk egy klasszikus proble´ma (Gyu¨mo¨lcso¨skert proble´ma,
angolul Orchard problem, la´sd [37], [54]) ala´bbi va´ltozata´t:
25. Proble´ma. Ro¨gz´ıtu¨nk egy C > 0 konstanst. Hata´rozzuk meg azokat
az n-pontu´ H halmazokat, melyekre a H-t legala´bb ha´rom pontban metszo˝
egyenesek sza´ma legala´bb Cn2.
Az a´ltala´nos filozo´fia´nk most is azt sugallja, hogy a H halmazt valamife´-
le
”
szimmetria csoporttal” kell le´ırni. Ilyen ilyen a´ltala´nossa´gban egyelo˝re
nem tudunk csoportot tala´lni (ba´r minden ismert konstrukcio´ elmondhato´
”
csoport–nyelven” is). A Disszerta´cio´ 5.2.2. Te´tele egy specia´lis, algebrai
geometria´val kezelheto˝, esetben oldja meg a ke´rde´st.
26. Te´tel. Legyen H egy olyan ve´ges ponthalmaz a s´ıkban, melyhez tala´lhato´
legala´bb c|H|2 olyan egyenes, amelyik a´thalad legala´bb ha´rom H-beli ponton.
Tegyu¨k fel, hogy egy legfeljebb d foku´ irreducibilis algebrai go¨rbe a´thalad H
minden pontja´n. Ha |H| ele´g nagy (c e´s d fu¨ggve´nye´ben), akkor ebbo˝l ko¨vet-
kezik, hogy a go¨rbe harmadfoku´.
Itt e´rdemes megjegyezni, hogy Green–Tao [31] teljes a´ltala´nossa´gban e´r-
ve´nyes, pontos felso˝ korla´tot adtak a H halmaz me´rete´re.
5. Alkalmaza´sok a csoportelme´letben
Babai sejte´s. Babai [2] sejtette, hogy minden L nem–kommutat´ıv ve´ges
egyszeru˝ csoport minden Cayley–gra´fja´nak az a´tme´ro˝je legfeljebb C
(
log |L|
)c
,
ahol c e´s C abszolu´t konstansok. A Szorzatte´telbo˝l (16. Te´tel) azonnal ko¨-
vetkezik, hogy Babai sejte´se igaz korla´tos rangu´ egyszeru˝ csoportokra:
27. Ko¨vetkezme´ny. Ha L egy korla´tos rangu´ 25 nem–Abel ve´ges egyszeru˝
csoport, e´s α egy szimmetrikus genera´tor–rendszer L-ben, akkor a Γ(L, α)
Cayley gra´f a´tme´ro˝je legfeljebb C
(
log |L|
)c
, ahol c e´s C abszolu´t konstansok.
Szorzatfelbonta´sok. Legyen α egy csoport re´szhalmaza. Az α konjuga´ltjai
a
g−1αg =
{
g−1ag
∣∣ a ∈ α}
alaku´ re´szhalmazok, ahol g tetszo˝leges elem a csoportbo´l. A Disszerta´cio´ 7.
fejezete´nek kiindulo´pontja Liebeck, Nikolov e´s Shalev [39] ko¨vetkezo˝ sejte´se:
28. Sejte´s. Legyen G egy nem–Abel ve´ges egyszeru˝ csoport, α ⊆ G pedig
egy legala´bb ke´telemu˝ re´szhalmaz. Ekkor G elo˝a´ll az α halmaz legfeljebb
c log |G|/ log |α| konjuga´ltja´nak szorzatake´nt, ahol c egy univerza´lis konstans.
25Egy G ve´ges egyszeru˝ csoport rangja nagyja´bo´l egyenlo˝ a legkisebb n amelyre G
re´szcsoportja lesz az SL(n, q) csoportnak valamilyen q pr´ımhatva´nyra.
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Megjegyezzu¨k, hogy a becsle´s egy konstans szorzo´ ereje´ig optima´lis, hiszen
α-beli elemek 12 log |G|/ log |α|-te´nyezo˝s szorzatainak sza´ma nem lehet to¨bb√
|G|-ne´l. A 28. Sejte´s Liebeck e´s Shalev egy me´ly (e´s hasznos) te´tele´nek
a kiterjeszte´se: [40]-ban bela´tta´k, hogy a sejte´s teljesu¨l abban az esetben,
amikor α egy konjuga´lt oszta´ly.
Ha a 28. Sejte´sben szereplo˝ G csoport rangja´t korla´tozzuk, akkor a 16. Te´-
tel e´s egy meglepo˝ kombinatorikus e´rvele´s seg´ıtse´ge´vel tetszo˝leges α re´szhal-
mazt tudunk kezelni. Erro˝l szo´l a Disszerta´cio´ 7.1.3. Te´tele:
29. Te´tel. Legyen G egy r rangu´ 25 nem–Abel ve´ges egyszeru˝ csoport, α ⊆ G
pedig egy legala´bb ke´telemu˝ re´szhalmaz. Ekkor G elo˝a´ll az α halmaz legfel-
jebb c(r) log |G|/ log |α| konjuga´ltja´nak szorzatake´nt, ahol c(r) egy r-to˝l fu¨ggo˝
konstans.
A Disszerta´cio´ 7.1.4. Te´tele a´talak´ıtja ezt az eredme´nyt egy no¨vekede´si
te´telle´:
30. Te´tel. Legyen G egy r rangu´ 25 nem–Abel ve´ges egyszeru˝ csoport, α ⊆ G
pedig egy tetszo˝leges re´szhalmaz. Vagy van az α halmaznak egy olyan α′
konjuga´ltja, amelyre |αα′| ≥ |α|1+ε(r), ahol ε(r) > 0 egy r-to˝l fu¨ggo˝ konstans,
vagy pedig α3 = G.
Ennek analo´gia´jake´nt e´rdemes a 28. Sejte´st is a´talak´ıtani egy no¨vekede´si
sejte´sse´. A Disszerta´cio´ 7.6. e´s 7.4. szakasza´ban a klasszikus Plu¨necke–Ruzsa
t´ıpusu´ egyenlo˝tlense´geket a´ltala´nos´ıtjuk tetszo˝leges (nem felte´tlenu¨l kommu-
tat´ıv) csoportokra, e´s ezek seg´ıtse´ge´vel bela´tjuk, hogy az eredeti 28. Sejte´sbo˝l
ko¨vetkezik az ala´bbi, no¨vekede´sro˝l szo´lo´ va´ltozat:
31. Sejte´s. Le´teznek ε > 0 valo´s e´s b > 0 ege´sz konstansok az ala´bbi tulaj-
donsa´ggal. Tetszo˝leges G nem–Abel ve´ges egyszeru˝ csoport minden α re´sz-
halmaza´nak vagy van olyan α′ konjuga´ltja, melyre |αα′| ≥ |α|1+ε, vagy pedig
G egyenlo˝ az α halmaz b konjuga´ltja´nak szorzata´val.
Elke´pzelheto˝, hogy a 31. Sejte´s b = 3-mal teljesu¨l, b = 2-re viszont vannak
ellenpe´lda´k.
Permuta´cio´–csoportok. Egy Γ gra´f G-csu´cs–tranzit´ıv, ha G az Aut(Γ)
olyan re´szcsoportja, amelyik tranzit´ıvan hat Γ csu´cshalmaza´n. Azt mond-
juk, hogy egy G-csu´cs–tranzit´ıv gra´f loka´lisan G-primit´ıv, ha egy α csu´cs Gα
stabiliza´tora primit´ıv permuta´cio´–csoportot induka´l az α szomsze´dainak hal-
maza´n. (A tranzitivita´s miatt ez vagy minden csu´csra teljesu¨l, vagy egyikre
sem). 1978-ban Richard Weiss [61] azt sejtette, hogy egy ve´ges, o¨sszefu¨ggo˝,
G-csu´cs–tranzit´ıv, loka´lisan G-primit´ıv gra´f esete´ben a Gα csu´cs–stabiliza´tor
me´rete felu¨lro˝l korla´tozhato´ az α csu´cs foksza´ma´nak fu¨ggve´nye´ben. (A tran-
zitivita´s miatt minden csu´cs foka ugyanakkora, e´s a stabiliza´torok is mind
izomorfak).
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A Disszerta´cio´ 6. fejezete´ben a Weiss sejte´ssel foglalkozunk. A [47, 46]-
beli redukcio´s te´telek mutatja´k, hogy ele´g korla´tozni bizonyos H-csu´cs–
tranzit´ıv gra´fok stabiliza´tora´nak me´rete´t, ahol H a G csoport egy kom-
poz´ıcio´faktora. Mivel H egyszeru˝ csoport, a H-csu´cs–tranzit´ıv gra´fokat a
Szorzatte´tel (la´sd a 16. Te´telt) seg´ıtse´ge´vel vizsga´lhatjuk. Ezzel a mo´d-
szerrel bela´tjuk a Weiss sejte´st abban a specia´lis esetben, ha a G csoport
kompoz´ıcio´faktorainak rangja korla´tos.
32. Defin´ıcio´. Jelo¨lje BCP(r) azon ve´ges csoportok oszta´lya´t, melyeknek
nincs olyanH/K szele´se (ittK < H ≤ G e´sK norma´loszto´H-ban), amelyik
izomorf az Alt(r + 1) alterna´lo´ csoporttal.26
A BCP(r)-csoportok oszta´lya´t elo˝szo¨r Babai, Cameron e´s Pa´lfy [1] vizs-
ga´lta´k. Bela´tta´k, hogy egy n-ed foku´ primit´ıv BCP(r)-csoportnak legfeljebb
nf(r) eleme van. Az eredme´nyu¨k fontos e´p´ıto˝ko˝ lett sza´mos permuta´cio´-
csoportos algoritmusban [38]. A BCP(r)-csoportok nagyon fontos szerepet
kapnak a re´szcsoport no¨vekede´s vizsga´lata´ban is (la´sd [41]).
A Disszerta´cio´ 6.1.2. Te´tel azt mondja ki, hogy a Weiss sejte´s igaz a
BCP(r)-csoportok oszta´lya´ra. A teljes Weiss sejte´s teha´t azt ke´rdezi, hogy
megva´laszthato´-e az ala´bbi g fu¨ggve´ny u´gy, hogy ne fu¨ggjo¨n r-to˝l.
33. Te´tel. Le´tezik egy g : N × N → N fu¨ggve´ny az ala´bbi tulajdonsa´ggal.
Ha G egy BCP(r)-csoport, akkor minden olyan G-csu´cs–tranzit´ıv, loka´lisan
G-primit´ıv gra´fban, ahol a csu´csok foksza´ma d, a csu´cs–stabiliza´tor me´rete
legfeljebb g(d, r).
26 Ko¨nnyen la´thato´, hogy egy BCP(r)-csoport minden kompoz´ıcio´faktora vagy egy
sporadikus egyszeru˝ csoport, vagy pedig egy legfeljebb r rangu´ ve´ges egyszeru˝ csoport.
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Az eredme´nyek ro¨vid o¨sszefoglala´sa, alkalmaza´sok
Incidencia becsle´sek. Vizsga´latunk kiindulo´pontja Szemere´di–Trotter [55]
te´tele, illetve Pach–Sharir [43] te´tele volt.
A Disszerta´cio´ban ele´rt eredme´nyek:
• Bevezettu¨k a kombinatorikus dimenzio´ fogalma´t.
• A´ltala´nos´ıtottuk a Szemere´di–Trotter te´telt magasabb dimenzio´ba.
Az egyenesek szerepe´t a hipers´ıkok veszik a´t.
• A´ltala´nos´ıtottuk a Pach–Sharir te´telt magasabb dimenzio´ba. A s´ık-
go¨rbe´k szerepe´t tetszo˝leges algebrai varieta´sok ja´tssza´k.
• Az a´ltala´nos´ıtott incidencia te´teleink e´rve´nyesek nem csak valo´s, ha-
nem komplex hipers´ıkokra, illetve komplex varieta´sokra is.
Az irodalomban sokan foglalkoznak incidencia te´telekkel, jelenleg is igen
akt´ıv kutata´si teru¨let. La´sd pe´lda´ul: Chazelle–Edelsbrunner–Guibas–Sharir [14],
Solymosi–Tao [53], To´th [59], Bourgain–Katz–Tao [6], Bourgain [3].
Mind a Szemere´di–Trotter te´telnek, mind pedig a Pach-Sharir te´telnek
sza´mos alkalmaza´sa van a kombinatorika´ban Most csak egy te´mako¨rt eml´ı-
tek: az o¨sszeg–szorzat te´teleket gyakran incidencia–te´telek seg´ıtse´ge´vel bi-
zony´ıtja´k (la´sd pe´lda´ul Elekes [17], e´s Solymosi [52] cikke´t). A Disszerta´cio´
tova´bbi re´sze´ben is nagyon le´nyeges szerepe van az a´ltala´nos´ıtott incidencia
te´telnek: ennek seg´ıtse´ge´vel tala´lunk szimmetria csoportokat.
Hogyan tala´ljunk csoportokat? Vizsga´latunk kiindulo´pontja Elekes–Ro´nyai [20]
te´tele a ke´tva´ltozo´s raciona´lis fu¨ggve´nyekro˝l.
A Disszerta´cio´ban ele´rt eredme´nyek:
• Kiterjesztettu¨k az Elekes–Ro´nyai te´telt valo´s fu¨ggve´nyekro˝l komplex
fu¨ggve´nyekre.
• E´szrevettu¨k, hogy az Elekes–Ro´nyai te´telben szereplo˝ specia´lis alaku´
fu¨ggve´nyek valo´ja´ban az egydimenzio´s affin algebrai csoportoknak
felelnek meg. Ez nyitotta meg az utat a ku¨lo¨nfe´le a´ltala´nos´ıta´sok
fele´.
• Vannak olyan egydimenzio´s algebrai csoportok, amelyek nem sze-
repelnek az Elekes–Ro´nyai te´telben: az elliptikus go¨rbe´k. Keres-
tu¨nk olyan geometriai–kombinatorikai konfigura´cio´kat, melyek e´p-
pen ezekkel a csoportokkal hozhato´k kapcsolatba.
• Kiterjesztettu¨k a te´telt
”
to¨bbe´rte´ku˝ fu¨ggve´nyekre”, vagy ma´ske´ppen
felu¨letekre. Ez a kiterjeszte´s ma´r figyelembe veszi az o¨sszes egydi-
menzio´s algebrai csoportot.
• Kiterjesztettu¨k az Elekes–Ro´nyai te´telt magasabb dimenzio´ba. Ez a
kiterjeszte´s sza´mot ad a magasabb dimenzio´s algebrai csoportokro´l.
A [20] dolgozatban az Elekes–Ro´nyai te´tel seg´ıtse´ge´vel oldotta´k meg a
Prudy proble´ma´t. A kiterjesztett te´telnek me´g tova´bbi sze´p kombinatorikai
alkalmaza´sai szerepelnek a Disszerta´cio´ban, ezekro˝l a ke´so˝bbiekben re´szle-
tesen ı´rok.
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No¨vekede´s csoportokban. Munka´nk kiindulo´ pontja Helfgott [33] te´te-
le e´s annak a´ltala´nos´ıta´sai (la´sd Dinai [15] e´s Helfgott [34] cikke´t) voltak,
de a ke´so˝bbi fejleme´nyekben nagy szerepe volt Freiman [26] illetve Green–
Ruzsa [30] te´tele´nek is.
A Disszerta´cio´ban ele´rt eredme´nyek:
• Kiterjesztettu¨k Helfgott te´tele´t tetszo˝leges korla´tos rangu´ ve´ges egy-
szeru˝ csoportra. (Ezt a te´telt to˝lu¨nk fu¨ggetlenu¨l Breuillard, Green
e´s Tao [11] is bela´tta´k).
• Tetszo˝leges linea´ris csoportok nem–no¨vo˝ halmazait vizsga´ltuk. Be-
la´ttuk, hogy ezek mege´rte´se´hez elegendo˝ a virtua´lisan feloldhato´ cso-
portokkal foglalkozni.
• Re´szletes le´ıra´st adtunk a linea´ris csoportok nem–no¨vo˝ halmazainak
struktu´ra´ja´ra.
A fenti eredme´nyek ko¨zeli rokona Breuillard–Green–Tao [13]. A Szor-
zatte´teleknek sok alkalmaza´sa van a csoportelme´letben e´s a sza´melme´let-
ben, la´sd pe´lda´ul Bourgain–Gamburd [4], Breuillard–Green–Tao [12] e´s [9],
Varju´ [60], Bourgain–Varju´ [8], Golsefidy, Varju´ [29], valamint Bourgain–
Gamburd–Sarnak [5]. A Disszerta´cio´ban szereplo˝ csoportelme´leti alkalma-
za´sokro´l a ke´so˝bbiekben re´szletesen ı´rok.
Alkalmaza´sok a kombinatorika´ban. Elso˝ ke´t (kombinatorikai) te´ma´nk-
nak sza´mos kombinatorikai alkalmaza´sa szerepel a Disszerta´cio´ban:
• A kora´bban ismertne´l sokkal pontosabb va´laszt adtunk Hirzebruch [35]
ke´rde´se´re: maximum ha´ny e´rinte´si pont lehet n ku´pszelet ko¨zo¨tt?
• Megva´laszoltuk Erdo˝s, Lova´sz e´s Vesztergombi [24] ke´rde´se´t: mely
ko¨ze´ppont–ha´rmasok esete´n lehet ve´gtelen sok n-re u´gy va´lasztani a
ko¨ro¨ket, hogy legala´bb cn2 ha´romszoros pont legyen?
• A burkolo´go¨rbe´k seg´ıtse´ge´vel a´ltala´nos krite´riumot adtunk arra, mi-
kor van szub–kvadratikus becsle´s egy go¨rbe–csala´d ha´romszoros pont-
jainak sza´ma´ra.
• Az a´ltala´nos krite´rium seg´ıtse´ge´vel megoldottuk Sze´kely egy sejte´se´t
(la´sd [18, Conjecture 3.41]): ha´rom ponton keresztu¨l nem lehet n-n-n
egyse´gko¨rt rajzolni u´gy, hogy Cn2 ha´romszoros pontot kapjunk.
• Megoldottuk a
”
Gyu¨mo¨lcso¨skert proble´ma” (angolul Orchard prob-
lem, la´sd [37], [54]) egy va´ltozata´t.
Alkalmaza´sok a csoportelme´letben. A harmadik (csoportelme´leti) te´-
ma´nknak to¨bb csoportelme´leti alkalmaza´sa is bekeru¨lt a Disszerta´cio´ba:
• Bela´ttuk, hogy korla´tos rangu´ egyszeru˝ csoportokra igaz Babai [2]
sejte´se.
• Bela´ttuk, hogy korla´tos rangu´ egyszeru˝ csoportokra igaz Liebeck–
Nikolov–Shalev [39] sejte´se.
• Megtala´ltuk Liebeck–Nikolov–Shalev [39] sejte´se´nek egy u´j, a Szor-
zatte´telre hajazo´ va´ltozata´t. Bela´ttuk, hogy ez a va´ltozat is igaz a
korla´tos rangu´ egyszeru˝ csoportokban.
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• Bela´ttuk, hogy Weiss [61] sejte´se igaz egy fontos csoport–oszta´lyban
(a Babai–Cameron–Pa´lfy [1] cikkben bevezetett BCP(r)-csoportokban).
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